ЗИОНАЛЕН ПРОСТОР | 
ЧА ФУНКЦИЈА ОД ПОВЕЌЕ РЕАЛНИ 


2. ПОИМ ЗА РЕАЛ! 
ПРОМЕНЛИВИ 

3. ГРФИЧКО ПРЕТСТАВУВАЊЕ НА ФУНКЦИИ ОД ДВЕ 
ПРОМЕНЛИВИ 


НОСТ И НЕПРЕКИНАТОСТ НА 


ФУНКЦИЈА ОД ДВЕ ПРОМЕНЛИВИ 


п-ДИМЕНЗИОНАЛЕН ПРОСТОР 

Се воведува поимот за п-дименионален простор и метрички простор со 
Евклидова или произволна метрика. Се дефинираат поимите за п- 
сфера како оклина на точка, внатрешна и гранична точка како и 
отворенено и затворено ножество. Тре п-дитепчјопа! зрасе 15 шиодисед 
маш ЕисНад ог репегаЦаед тенјсч. 


Дефиниција. Множеството од сите подредени т --торки 

Х -- (Ф1,22,...,2д) реални броеви се нарекува п-димензионален 

простор и се означува К“. Х се нарекува точка на просторот Њ", 

додека реалните броеви 21,22,...,4„ се координати на точката Х. 


За т -- 1 просторот Ќ е еднодимензионален и тоа е бројната оска, за 
т -- 9 просторот Њ“ е дводимензионален и тоа е рамнината, а за т -- 3 
просторот Њ“ е тродимензионален и се нарекува само простор. 


Две точки Х -- (21,22,...„да) И К -- (у1,у2,...„ул) се совпаѓаат ако и 
само ако ; -- у,,(4 -- 1,2,...,т) и се пишува Х -- И. Во спротивно, 
точките не се совпаѓаат и се означува Х -А Ќ. 


На две точки Хи У,(Х ЈА У) од просторот ЕК" може да им се 
придружи ненегативан реалан број а( Х,У) наречен растојание меѓу 
точките Х и У кое ги задоволува условите: 


- ШУ,Х), 
(Ки) ах) каси), 


Бројот 4(К,У) определува метрика 4 во просторот Ќ“, а просторот 
Ќ" се нарекува метрички простор и се означува со (К" 4). 


Вообичаена метрика во просторот Ќ“ е Евклидовата метрика која 


понатаму ќе ја користиме и таа го определува најкраткото 
праволиниско растојание меѓу две точки Х и У со равенката 


ОДЕ ЗЕЛЕТЕЕЧНЕЧСНЕЕТА ЕЕ ууанстеат КИ 


Постои и поопшта, наречена ГР --метрика која се дефинира со 


Ш Цј 
4„(Х,У) ќи (кс | Фк Чк Р) ер ОД: 


Зат -- 2, --метриката се сведува на Евклидовата метрика 42(К,У) 
која претставува најкратко (праволиниско) растојание меѓу двете точки 
Хи У во рамнина. 


Една од наједноставните површини во т, -- димензионалниот метрички 
простор е сферата. 


Дефиниција. Сфера со центар во точката А -- (а1,а2,...,ад) и 
полупречник Ќ е множеството точки Х с Њ“ кои го задоволуваат 
условот 42( Х,А) -- Ки има равенка 


(аа - ај) (до - аг)2 (еа - ад)“ со Њ“. 
На Са. 1. се дадени примери на 2- и 3-димензионални т --сфери. 


Површината на т -- сферата го дели дели просторот" на два дела. 
Внатрешниот дел заедно со површината на сферата се нарекува т, -- 
сфера или т, --топкасо полупречникК и се означува со К(А,К) и се 
определува со неравенството 4,(Х,А) с. Ќ. 


Дефиниција. Сферата К(А,е) -- 1 Х с ВЕ" | ф(Х,А) с е) се 
нарекува сферна е -- околина на точката А, а бројоте - Ое 
полупречник на околината. 


Во дводимензионалниот простор Њ? сферна г --околина на точката 
А(20,уо) е множеството точки од внатрешноста на кругот со центар во 
точката А и радиус Е, те. 


(ис КА) Је-ао) (ус). се. 


Слика 1. Единични р-сфери во 2- и 3- димензионален простор за 
различни вредности нар 


Во дводимензионалниот простор сферната околина на дадена точка е 
круг, додека во еднодимензионалниот простор сферната околина е 
интервал. 


Нека го разгледуваме дводимензионалниот простор 2? и нека во него е 
дадено произволно множество. Точката А (20,0) се нарекува 
внатрешна точка за множеството ако постои кружница со центар во 
точката А(го,уо) и радиус секоја содржи само точки од множеството. 
Ако во секоја кружница со радиус си центар во точката А(20,у0) се 
наоѓаат и точки кои не припаѓаат на множеството, точката се нарекува 
гранична точка за тоа множество. 


Важни особини за множествата се затвореноста/отвореноста и 
ограниченоста/ неограниченоста. 


Дефиниција. Множеството се нарекува затворено ако тоа ги содржи 
своите гранични точки, а во спротивно тоа е отворено. 


Исто така множеството може да биде ограничено или неограничено. 


Во еднодимензионалниот простор Ќ едно множество е ограничено ако 
тоа може да се смести во внатрешноста на еден конечен интервал. Во 
просторот Њ? множесвото е ограничено ако постои правоаголник со 
конечни страни во кој се наоѓаат сите точки од множеството и 
аналогно, во просторот Њ" множеството е ограничено ако постои 
паралелопипед со конечни страни во кој се сместени сите точки од 
множеството. 


ПОИМ ЗА РЕАЛНА ФУНКЦИЈА ОД ПОВЕЌЕ РЕАЛНИ 
ПРОМЕНЛИВИ 

Се дефинира реална функција од повеќе реални променливи, со 
посебен осврт на функциите од две променливи кои воглавно ќе бидат 
предмет на понатамошното изучување. Ќеа! Мипсноп оѓ ќи ог тоге геа! 
агоштепг5 (5 деПпед. 


Дефиниција. Секое пресликување Ј, кое произволно подмножество од 
множеството К" го пресликува во подмножество од Ќ се нарекува 
реална функција од п реални променливи. 


Дефиниција. Подмножеството кое се пресликува се нарекува домен 
(дефинициона област) на функцијата Ј и се означува со /)/,а 


| 
неговата слика е кодомен на функцијата Д и се означува со Г) РЕ 


В" СР В 


Слика 1. Функција од п-променливи 


Функцијата од п променливи вообичаено се означува со Ј:К“--К 
или Ј:Гру- Гора „ односно со УК -- Ј(Х) -- Ј(21,22,..-,2 а). 


Дефиниција. Функција со две променливи е пресликување на доменот 
0, во В, односно Ј:В? - Ки се означува со 2 -- Ј (гу) каде 
(гу) е ВР. 


Функцијата од две променливи графички се претставува како дел од 
површина во простор, те. како множество точки во просторот 


Г зи 18) | (2,4) е Ру). 


Пример 1. На Сл. 2. а) е прикажан дел од графикот на функцијата 
Ју) с 2 е 7/3 УАсов(8.2х)сов(1.Ау), 


над правоаголниот домен 0, -- 41,2.5) х 10.5,2.3). ч 


а) 


Слика 2. а) График на дел од функција со две променливи над 
правоаголен домен 


Освен што функцијата со две променливи графички се прикажува како 
дел од површина во простор, таа може да се прикаже и во рамнина 
преку проекција на ниво-линиите на дадената површината. 


Дефиниција. Ниво линии на една површина над доменот /0,,е 
множеството на точки на висина 2 -- С, те. 


Мек Деј С (2) е 2 „Се 


Најчесто некој дел од површина во простор се претставува со низа од 
ниво-линии Хе, ,Ке,,---„Ке, кои одговараат на низата константи 

Са с Со с ... с Ск кои се бираат така да го покриваат интервалот од 
минималната до максималната вредност на функцијата Јнад дадениот 


домен. На Сл. 2. 6) прикажани се 11 ниво-линии на површината од Сл. 
2.а). 


0) 


Слика 2. 6) Ниво линии на истата функција. 


На Слика 3 а) прикажана е проекцијата на ниво линиите од Слика 2. 


а) 


54555 


0) 


Слика 3. Ниво линии-проекција; Изохипси 


Домен на функција од две променливи 


Доменот на функција од две променливи се определува во 
дводимензионален простор, односно во ХОу --рамнината. Во најопшт 
случај тоа е рамнина или некој нејзин дел и се определува според 
обликот на функцијата и нејзините огранучувања. 


Пример 2. Да се определи и нацрта доменот на функцијата 


а) Ј(еу) с- Мет меса 
б) Ј(е,у) -- агсет реироНИ 


Решение. а) Бидејќи функцијатај (2,у) е дефинирана преку збир од 
две функции, нејзиниот домен ќе биде пресек на домените за секоја 
поединечна функција од збирот. Доменот на функцијата квадратен 
корен се определува од условот подкореновата величина да е 


ненегативна и затоа дадената функција ќе биде дефинирана за 
ткутбич--у ге 0, односно за -аич С Ф. 


Графичкиот приказ на овие неравенства е (Сл. 4): 


г делот од рамнината од ! квадрант со правата у -- г и под неа; 
" делот од ГУ квадрант со правата у -- --г и рамнината над неа. 


Слика 4. Домен на функцијата ѓ -- 4/4 Еу 4/а -у 


б) И оваа функција е дефинирана како збир на две функции. Аркус 
синус е функција дефинирана за вредности на аргументот кои се по 
апсолутна вредност помали или еднакви на 1, па затоа функцијата 
агсош “ ќе биде дефинирана за 


| | с1Џ -1е 3 слих“о, 


додека втората функција од збирот е квадратен корен ци дх-- аа 
е дефинирана за Хх -- а“ -- у“ “0. На Слика 5 графички е прикажан 
доменот на функцијата ( кој е решение на системот неравенки 


јујс|а | Аа Ол (е 1)2 ад с1. 


5: |(јјМ,хкО 5: (с- Оу“ е 


Слика 5. Домен на функцијата 
Ј(а,у) с- агсет 3 акад а. 


ГРФИЧКО ПРЕТСТАВУВАЊЕ НА ФУНКЦИИ ОД ДВЕ 
ПРОМЕНЛИВИ 
Графички се прикажуваат елементарните функции од две променливи. 


Бидејќи функција со две промеливи претставува површина во простор, 
таа може графички да се претстави во тродимензионален простор. 
Листот хартија на кој се претставува површина е дводимензионален, 
што тоа значи дека при графичкото претставување на функции со две 
променливи се намалува димензијата на просторот за еден, односно 
вршиме проекција на тродимензионалниот во дводимензионален 
простор. Пресметувањето на вредностите на функцијата за дадена 
точка не ни помага во графичкото претставување на функцијата, 
бидејки во просторот се добиваат бесконечно многу точки кои е тешко 
да се поврзат и од нив да се воочи обликот на површината. Затоа од 
помош се ниво-линиите кои го даваат обликот на кривата која се 
добива како пресек на површината Е(2,у,г) -- 0 со рамнини 
паралелни со координатните рамнини, 2 -- С или у -- С или 2 -- С. 


Графички ќе ги прикажеме стандардните (елементарни) функции од 
две променливи. Тие се квадратните функции и од облик 


Ах Ву Оч ркуч Еха Куку Ст Нуј Ге Јо 0. 


Стандардните квадратни функции чии равенки се добиваат од 
наведената квадратна равенка се: сфера, елипсоид, параболоид, 
хиперболоид со едно или две крила, конус, хиперболичен параболоид, 
цилиндрични површини и рамнини. Рамнина се добива за 
А-В-С-П0-Е- Е-- 0) арамнините беа подетално изучени 
во делот за Аналитичка геометрија во простор. 


СФЕРА 


Сферата уште се нарекува и топка. Равенката на сфера со центар во 
точката 


(Со,уо,го) и радиус Ќе 


(е - ао)ѓ -(у-- цо)? (е-- го)? -- В2. 


Специјално, сферата (Сл. 1) кога нејзиниот центар е во координатниот 
почеток О(0,0,0) е прикажана на Сл.1 и таа е со равенка 


гру рас В. 


Слика 1. Сфера со центар во координатниот почеток 


Кај сферата, сите пресеци со координатните рамнини се централни 
кружници со радиус Ќ, а пресеците со рамнини паралелни со 
координатните рамнини и на растојание помало од радиусот Ќ исто 


така се кружници. 


ЕЛИПСОИД 


Општата равенка на елипсоид со центар во точката (20,/0,20) и оски 
а,б,се 


Специјален елипсоид (Сл. 2) е кога центарот е во координатниот 
почеток О(0,0,0) и има равенка 


2 2 2 


ани ПЕ И 


а? 


Слика 2. Елипсоид со центар во координатниот почеток 


Кај елипсоидот, сите пресеци со координатните рамнини или рамнини 
паралелни со нив (на растојание помало од оските) се елицси. 


КОНУС 
Површината 
г2асадка 


е конусната површина или накусо конус (Сл. 3) со теме во 
координатниот почеток, издолжувањето е по 2 --оската, а пресеците со 
рамнини паралелни со ХОу рамнината се кружници. Пресеците со 
рамнини паралелни со координатните рамнини уО2 и хО7 се 
хиперболи. 


Слика 3. Конус 


Поопшта равенка на конусна површина е елипсовидниот конус кај КОГО 
пресеците со рамнини паралелни со хОу рамнината се елипси. 
Таквиот конус има равенка 


аа хра 
а еде НА он 


Уште поопшта равенка на конусна површина е кога темето е во точката 
(Соуо,го) и тогаш конусот е со равенка 


Фа 2 ти 2 
(а - го) -- ( 9) е мој : 


ЕДНОКРИЛЕН ХИПЕРБОЛОИД 
Еднокрилниот хиперболоид има равенка 
руса, 


и тоа е површина која е издолжена по 2 --оската (Сл. 4). Пресеците со 
рамнини паралелни со ХОу рамнината се кружници чии радиуси се 
поголеми од Ќ, а пресеците со рамнини паралелни со координатните 
рамнини уО2 и хО“ се хиперболи. 


Слика 4. Еднокрилен хиперболоид 


Кај елипсовидниот еднокрилен хиперболоид пресеците со рамнини 
паралелни со хОурамнината се елипси и тој има равенка 


ДВОКРИЛЕН ХИПЕРБОЛОИД 
Површината со равенка 
труд гас -Њ 


се нарекува двокрилен хиперболоид. 


Слика 5. Двокрилен хиперболоид 


Двете крила на хиперболоидот се распространети вдолж 2 --оската и 
има темиња во 2 -- -ЕК. Пресеците со рамнини паралелни со хОу 
рамнината се кружници, а пресеците со рамнини паралелни со 
координатните рамнини уО2 и хОХ се хиперболи (Сл. 5). Двокрилниот 
хиперболоид исто така може да биде и елипсовиден и тој е со равенка 


ПАРАБОЛОИД 


Параболоидот е површина која е зададена со равенката 
зо ша „ЗИ 
си се“ ја“ е -- сопв, 


Неговата равенка е квадратана функција по две променливи а по 
третата е линерна. За с “ 0 параболоидот е површина за која2 г Ои 
се наоѓа во првите четири октанти. Темето е во координатниот 
почеток, пресеците со рамнини паралелни со хОу рамнината се 
кружници, а пресеците со рамнини паралелни со координатните УО7 и 
хО7 рамнини се параболи (Сл.б). 


Слика 6. Параболоид 


За с с- 0 параболоидот со отворот е свртен надолу. Поошт вид е 
елипсовидниот параболоид чии пресеци со рамнини паралелни со хОу 


рамнината се елипси и има равенка 


2 2 
со. На У 
Си Ри“ 


ХИПЕРБОЛИЧЕН ПАРАБОЛОИД 


Хиперболичниот параболоид има равенка 


Слика 7. Хиперболичен параболоид 


Тоа е површина чии пресеци со рамнини паралелни со ХОу рамнината 
се хиперболи, а пресеците со рамнини паралелни со координатните 


уО2 и хО“ рамнини се параболи (Сл. 7). Поопшт облик на 
хиперболичен параболоид се задава со равенката 


рис ЕС Шо 
Аа ГР 


ЦИЛИНДРИЧНИ ПОВРШИНИ 


Површини во простор во чија равенка се јавуваат само две променливи 
се нарекува цилиндрична површина. Најкарактеристична цилиндрична 
површина е цилиндерот. 


Равенката 
2 ЕВ и? -р 
претставува цилиндер во простор чија основа е централна кружница во 


хОу рамнината и изводниците од секоја точка од кружницата се 
паралелни со г --оската (Сл. 8). 


ГРНИЧНА ВРЕДНОСТ И НЕПРЕКИНАТОСТ НА ФУНКЦИЈА ОД 
ДВЕ ПРОМЕНЛИВИ 

Се дефинира гранична вредност (граница) и непрекинатост на 
функција од две променливи. 


За функција од две променливи ќе дефинираме гранична вредност. 


Дефиниција. Функцијата Ј(2,у) -- ЈК) има гранична вредност 
(сраница)/, во точката А -- (а,р)е ГЈ) Сс Њ? ако за секој произволен 
број е “: 0 постои број д -- д(Е) -- О така што од Х с К(А,6) следува 
дека Ј(А) с К(Г.е) и се означува 


ОЧЕ 
при што Х -5 А означува дека -уадју-б. 


Значи бројот /, е гранична вредност на функцијата Ј(с,у) -- Ј(Х) во 
точката А -- (а,б) ако функцијата Ј(Х) -? Г кога Х -- А. 
Приближувањето на точката Х кон точката А е произволно, што значи 
дека точката Х може да се проближува по било која крива (патека) кон 
точката А. 


Пример 1. Да се најде граничната вредност на функцијата 
Ј(2,)-с оа во произволна точка А -- (а,в). 


: . аБ 
Решение. Ако (а,б) :Е (0,0), тогаш „а ед) сс ар: 


Слика 1. Приближување кон координатниот почеток по права 


Ако (а,б) -- (0,0), тогаш (гу) - (0,0) и приближувањето на точката 
(Су) кон координатниот почеток може да се одвива на бесконечно 
многу начини. Ако тоа приближување е на пример по правата 

у -- Кх,(К с ДК) (Сл.1), тогаш 


Це. Ј(ед)сс Ши Ќ 


Ен. АА нИИ УЧИ 
х-Оду-укх х-0у-кх аку? ТЕКА“ 


што значи дека ганичната вредност зависи од коефициентот на 
правецот Ќ од правата по која точката (2,у) се приближува кон коорди- 
натниот почеток и означува дека единствена гранична вредност не 
постои. - 


Аналогно на дефиницијта за непрекинатост на функција од една 
променлива, се дефинира непрекинатост на функција од две 
променливи. 


Дефиниција. Функцијата 1 (су) дефинирана во околина на точката А 
е непрекината во таа точка ако 


На ЈО) -- НА). 


Х-ЈА 


Непрекинатоста на функција во точка означува дека постои гранична 
вредност во таа точка и таа е еднаква со вредноста на функцијата во 
истата точка. 


За функцијата Ј се вели дека е непрекината во множеството /) ако таа 
е непрекината во секоја точка од тоа множество. 


Ке наведеме некои основни својства на непрекинатите функции 
дефинирани во затворено и ограничено множество 2: 


- Сума и производ на напрекинати функции е непрекината 
функција. Количник од непрекинати функции е непрекината 
функција во сите точки во кои именителот е различен од нула. 


" Секоја функција Ј непрекината во дадено множество) е 
ограничена во тоа множество. 


" Во множеството/) постои најмалку една точка во која 
непрекинатата функција има најголема вредност и најмалку една 
точка од множеството /) во која функцијата има најмала вредност. 


" Ако во две произволни точки А1,А2 с Г закоиа -- Ј(А1), 
р -- Ј(Аз) иако а с- 6, тогаш функцијата Ј ги прима сите 
вредности од интервалот (а.,б). 


